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Uvod

., Hudba je vedou, ktorda musi mat’ stanovené pravidla. Tie vSak musia Cerpat z evidentnych princi-
pov, len tazko spoznatelnych bez pomoci matematiky. Iba vdaka nej moze svetlo oziarit temnoOtu,
ktorej si predtym nik nebol vedomy a tak rozmotat mnohé zamotané myslienky. “ (Jean-Philippe Ra-
meau, hudobny teoretik 18. storocia)

Hudba s matematikou, matematika s hudbou. Iba tak to celé moéze fungovat, o com sa presvedcili
mnohi hudobni teoretici, matematici, skladatelia ¢i nadani laici uz davno pred nasim letopoctom.
Mnozstvo otazok a problémov, ktoré vznikali na pozadi vyvoja hudobného myslenia ich motivovalo
k patraniu a skimaniu vzajomnych vztahov tychto dvoch disciplin. Napokon racionalnu a presnt
kralovnu vied nachadzali vo vsetkych oblastiach hudby, ktora je povazovana za stelesnenie ducha
a prostriedok vyjadrenia najhlbsich citov.

To, ze dve polové noty tvoria notu celu, rovnako ako dve polovice pri scitani davaju jednotku ma-
tematike nestacilo. Siahala a dodnes siaha do hudby omnoho hlbsie. Ani ténové vztahy, hudobna
forma ¢i hudba 20. a 21. storocia sa nezaobisli bez matematiky, o com sved¢ia aj nasledujice kapitoly
venované tejto problematike.

1 Matematika a ténové vztahy

Matematika je vedou o struktarach, ich usporiadaniach a zakonitostiach. No aj hudba ma svoju
Struktaru. Bez nej by predsa bola len beztvarou zmesou zvukov.

Tu sa do popredia dostava ton ako zakladna stavebna jednotka akéhokol'vek hudobného diela so
svojimi $tyrmi vlastnostami: vyskou, silou, farbou a dizkou. Toén viak nerad stoji sim a preto spolu
s d’al$imi tonmi vytvéra intervaly® & akordy. Prave intervaly zaodeté do mnohych nezodpovedanych
otazok sa stali teréom experimentov Pytagora, Aristoxena a d’al$ich matematikov ¢i hudobnych teore-
tikov.

1.1 Pytagoras a teéria hudobnych intervalov

Staroveki Gréci, podl'a Aristotela a Platona, verili, ze ,, /... Mesiac, Sinko, planéty a hviezdy sa na-
chadzaju na kristalovych sférach obiehajucich okolo Zeme, pricom svojim pohybom produkuju hud-
bu‘ (Jackson 2013, s. 15). Verili tiez, ze hudba ma lie€ivé ucinky, o ¢om hovori aj kratky pribeh o
muzovi, ktory bol piesiiou vo frygickej tonine tak rozruseny, az uveril, Ze u jeho manzelky je milenec.
Chcel svoj dom podpalit’, av§ak nast’astie hra¢ prestal hrat’ vo frygickej tonine, ¢im sa muz upokojil a
vratil domov vylieCeny (Marek 2000).

! 1de 0 vyskovii vzdialenost’ dvoch tonov.
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Pytagoras z ostrova Samos (asi 580 — 500 p. n. 1.) bol jednym z najvplyvnejsich gréckych mate-
matikov a myslitel'ov, ktory sa zaoberal zakonmi akustiky a harménie. Kladol si otazku, ¢i je mozné
vymysliet’ pomocny nastroj, tak pevny a neomylny, pomocou ktorého by dokazal zmerat, ako ¢lovek
pocuje a tym sluch ako zmysel systematizovat’ (Marek 2000).

Vyuzitim experimentov a matematiky zostrojil nastroj uzito¢ny pre rézne vedecké a hudobné po-
kusy, nazyvany monochord? - pozri obrazok 1.
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Obrazok 1 Monochord
(Zdroj: TheMonocord 2015 — 2016-08-08 19:00)

Struna bola pripevnena na ozvucnici, v bode A, a natahovana zavazim W cez kladku, bod D.
V bodoch B a C boli pohyblivé kobylky, sliziace dobrému pocutiu a meraniu generovanych tonov.
Pytagoras vyvazoval strunu rézne tazkymi zavaziami a rovnako zacal strunu delit’ alebo nasobit’ ce-
lymi &islami. Pri svojich pokusoch zistil, Ze k intervalu oktdvy dochadza iba vtedy, ak dizka jednej
struny je dvojnasobok struny s povodnou dizkou, resp. ak diZka jednej struny je polovica dizky struny
povodnej. Teda pomer je 2:1, resp. 1:2. Nésledne Pytagoras rozdelil celu strunu na tri rovnaké cCasti.
Predpokladal, Ze dve nové vysky ténov, ziskané nerovnakymi ¢astami struny budi vo vzt'ahu jednej
oktavy®. Nova struna o dizke 2/3 celkovej dizky struny tak zvugala v intervale kvinty k pévodne;j stru-
ne a hudobna kvalita cistej kvinty zodpovedala matematickému pomeru 2:3. Na zaklade ustanovenia
Ciselného pomeru oktdvy a kvinty Pytagoras ziskal d’alSie intervaly a to prostrednictvom jednoduchych
matematickych vztahov (Haluska 2006).

Ako priklad sa mdze uviest’ interval velkej sekundy, ziskanej nasledovnym spdsobom: interval
medzi tonmi ¢' a g* bol cistou kvintou, o platilo aj pre tony g* a d°. Pre porovnanie krajnych ténov ¢
a d? stagilo vynasobit’ dva kvintové intervaly a nezabudnut’ ton d° transponovat’ o oktavu niZsie, pri-
¢om pomer zakladného ténu a tonu od neho o oktavu nizsie je 1:2 (Shah 2010). Nasobenie vyzeralo
nasledovne:

2228
Podobnym spésobom sa Pytagoras dopracoval k ostatnym intervalom a ich celoc¢iselnym pomerom
— pozri obrazok 2.
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Obrazok 2 Tabul'ka pomerov intervalov
(Zdroj: Shah 2010)

2 Z gr. monochord = jedna struna.
® DIhsi usek mal 2/3 celkovej dizky, kratsi 1/3. Vysledny pomer krat3ej struny k dlhsej bol teda pomer 1:2, o je
pomer oktavy.
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1.1.1 Pytagorejska tonova ststava

Hudobné intervaly a im prisltichajuce ¢iselné pomery Pytagoras Sikovne pouzil na zostrojenie to-
novej ststavy podl'a melodického principu a s kvintou ako rozhodujacim intervalom. Na zaklade tohto
intervalu sa dané ladenie oznacovalo ako kvintové, resp. pytagorejské, kam spada pentatonika — pét-
tonova stupnica a heptatonika — sedemtonova stupnica (Spelda 1978).

Cesta k takejto pentatonickej stupnici vyzera nasledovne: ak si za zakladny tén zvolime c'
a vytvorime tri kvintové kroky smerom nahor a jeden smerom nadol, dostaneme rad ténov F — ¢ — g —
d* — a’. Tony, ktoré presahujii malt oktavu preradime do tejto oktavy, ¢im ziskame rad ténov ¢ —d — f
— g — a, pricom je nutné zohladnit’ relativnu vysku ténu F K ténu ¢, podobne tonu d* k tonu ¢ a tiez
tonu a' k tonu . Navyse uréenim intervalov medzi susednymi tonmi vzniké obraz pentatonickej stup-
nice (Spelda 1978) — pozri obrazok 3.
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Obrazok 3 Pentatonika
(Zdroj: Spelda 1978)
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Heptatoniku, podobne ako pentatoniku, vytvarame na zéklade kvintovych krokov, v tomto pripade
piatich krokov nahor a jednym krokom opa&nym smerom. Vznika postupnost F — ¢ — g — d* — a' — e?
— h?, z ktorej uz znamym spdsobom dostaneme obraz pytagorejskej heptatoniky — pozri obrazok 4.

e d e F g a h (bU
9 81 4 3 27 243
8 3 2 16 128
236 236
243 243

Obrazok 4 Heptatonika
(Zdroj: Spelda 1978)

Stavebnymi kamenimi heptatoniky sa tak stali dva intervaly: pytagorejsky cely ton — tonos
a pomerom 9:8 a maly pytagorejsky polton — limma s pomerom 256:243.

Obe stupnice mali v starovekych narodoch obrovsky vyznam vd’aka tomu, ze Cisla a zvIast' Cisla 5
a7 zohravali vo vtedajSom svete velkt tlohu, napriklad ¢islo pat’ udavalo pocet zmyslov ¢loveka,
¢islo sedem zase pocet dovtedy znamych planét, ¢i pocet dni v tyzdni. Aj harfy mévali pat’ alebo se-
dem strtin a rovnaky bol aj poéet chramovych hudobnikov (Spelda 1978).

1.2 Odklon od pytagorejského myslenia

Hudobna tedria vystavana ¢lenmi pytagorejskej skoly sa pre svoju matematickll jednoduchost’ udr-
zala az po zaciatky stredoveku. AvsSak v hudbe, ktora sa opierala o harmonicky zaklad uz nebola do-
stadujlica a preto sa museli uplatnit’ prednosti tzv. aristoxenovskej sastavy (Spelda 1978).

Aristoxenos z Tarentu, ziak Aristotela, zijici okolo roku 350 p. n. 1. v Aténach patril k najstar§im
hudobnym teoretikom starovekého Grécka. Vo svojom hudobno-teoretickom diele Elements of Har-
mony vytvoril systematicku teoriu tonovych sustav, ktoré pozostavali z tetrachordov. Tie vznikali
rozdelenim heptatoniky na dve skupiny po Styroch ténoch tak, aby v kazdej skupine okrajové tony
tvorili interval kvarty. Dané $tvortonové skupiny dostali nazov tetrachordy a Slo o prvé, aj ked’ len
kratke tonové sustavy. Dlhsie tonové sustavy sa vSak dali polahky vytvorit’ spajanim tetrachordov do
retazi (Shah 2010).

Ak od kazdého tonu heptatoniky bol vytvoreny tetrachord, ukazalo sa, Ze existuju len tri od seba
odli$né typy tetrachordov a postavenim dvoch tetrachordov nad seba vzniknt len tri od seba odlisné
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stupnice: lydicka, frygicka a dorska. PreloZzenim vrchného tetrachordu do spodnej oktavy vznikali
stupnice s predponou hypo a transponovanim spodného tetrachordu do vrchnej oktavy zase stupnice
s predponou hyper. Tymto spésobom vznikli stupnice: hypolydicka, hypofrygickd (iénska), hypodor-
ska (aiolska), hyperlydicka, hyperfrygicka, hyperdorska (mixolydicka) a spolu s prvymi troma stupni-
cami nesu suhrnny nazov stredoveké stupnice - mody (Spelda 1978).

Tzv. harmonici, zdstupcovia Aristoxenovho ucenia, sa opierali o hudobnu prax a brali do uvahy
nie len interval kvinty a oktavy, ale aj interval tercie — vel'kej a malej.

Rany stredoveky ucenec Boethius, zijuci priblizne v rokoch 480 — 524 n. 1. spdsobil chaos ne-
spravnym pochopenim modov. Namiesto rozvld¢nenych gréckych nazvov tetrachordov pouzival vo
svojom diele De institutione musica (Zaklady hudby) k notacii grécke aj rimske pismena ako skratky.
Tak bolo mozné nazvat’ hypate meson (hypate zo stredného tetrachordu) jednoducho D a parhypate
meson E a podobne (Abraham 2003).

Alcuinus, teoretik z obdobia karolinskej renesancie, ktory zil v rokoch 753 aZz 804 podal na rozdiel
od Boethia prvy teoreticky vyklad modov v zapadnej hudbe. Zacal rozliSovat’ §tyri typy tonin: protus,
neskor znamy ako modus dorsky, deuterus, neskor znamy ako frygicky, tritus, neskor znamy ako
lydicky, tetrardus, nesk6r zndmy ako mixolydicky.

K tymto $tyrom autentickym modom pribudli aj Styri plagalne, vzniknuté transpoziciou o kvartu
nizsie s predponou hypo (Rusc¢in 2001).

Svajéiarsky hudobny teoretik Heinrich Glareanus (1488 — 1563) v roku 1547 vo svojom diele
Dodekachordon rozsiril uz znamy systém 6smych modov o d’alSie $tyri cirkevné toniny: aiolsku, hy-
poaiolskil, ionsku a hypoionsku. Slo o posledny pokus zachrany starého systému stredovekych modov
(Ruscin 2001).

Gioseffo Zarlino (1517 — 1590) bol talianskym skladatelom a znamym hudobnym teoretikom re-
nesancie, ktory sa vo svojom diele Instituzioniharmoniche z roku 1558 opieral opét o Aristoxena
a jeho skolu. Fundamentalne kamene pytagorejskej sustavy, t.j. oktavy a kvinty, resp. kvarty, a pomery
ich relativnych vySok 1:2:3:4, rozsiril az k ¢islu 6, teda 1:2:3:4:5:6. V pripade, Ze sa z rozSireného
pomeru stali zakladnymi intervalmi pre vznik stupnice oktdva, kvinta a velka tercia, §lo o durovi
stupnicu v prirodzenom ladeni, ak velku terciu vystriedala tercia mala, $lo o molova stupnicu tiez
v prirodzenom ladeni (Spelda 1978). Prirodzené aristoxenovské ladenie nieslo tieZ ndzov didymické
Cisté ladenie.

Je zrejmé, ze jednotlivé intervaly l'udskému uchu zneju najharmonickejsie vtedy, len ak ich frek-
vencie su v pomere malych celych ¢isel. Z tohto dévodu tie najkonsonantnejsie intervaly by mali mat’
pomer frekvencii didymického ladenia a tieto pomery sa daju jednoducho ziskat’ aj matematicky, a to
pomocou matematickych priemerov — aritmetického a harmonického.

1. aritmeticky A(a, b) = ?
2. harmonicky H(a,b) = ===

Kedze pomer frekvencii dvoch tonov, ktoré tvoria oktavu je 2:1, vypocitanim oboch priemerov
dostaneme pomery frekvencii intervalov Cistej kvinty a Cistej kvarty. Takto je mozné rozdelit’ napri-
klad oktavu, ale aj d’alSie intervaly (Makeig 1981 — 2016-08-09 9:15).

Prirodzené ladenie vSak nebolo prave najidealnejSim rieSenim pre klavesové a dychové nastroje
kvoli jemnému odtiefiovaniu vySok tonov. Preto o niekol’ko desiatok rokov neskdr sa zasluhou ho-
landského fyzika Simona Stevina (1548 — 1620) a barokového organistu, skladatela a hudobného
teoretika, Andreasa Werckmeistera (1645 — 1706), zacali formulovat’ prvé zakonitosti rovnomer-
ného temperovaného’ ladenia. Takmer o dve storo&ia neskor, Josef Petzval (1807 — 1891) ako vie-
densky fyzik odvodil podmienku nutni pre kazdu temperovanu ststavu. I§lo o podmienku o ¢o naj-
menej rozladenych kvintach a terciach, co viedlo az k zavedeniu temperatir a vzniku dvoch rovnic
S troma neznamymi. Vysledkom zlozitych vypoctov bolo tvrdenie, Ze temperatura kvinty musi byt
sud¢inom temperatir vel’kej a malej tercie, ¢o je zakladnou podmienkou pre spravne temperovanie
(Spelda 1978).

47 lat. temperare = miernit’, zmékcovat’, krotit’.
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Rovnomerné temperované ladenie tak rozdel'ovalo oktavu na dvanast’ rovnakych poltonov, ktoré
sa delili na este mensie jednotky, centy”. Sto centov prislicha jednému polténu, z ¢oho vyplyva, ze
oktava obsahuje presne tisicdvesto centov. Prepocitanie frekvencie 'ubovolného intervalu na centy sa

. , 6.
prevedie nasledovnym vzorcom”:
x

f=210 = x=1200-log,f

1.3 Kvintovy a kvartovy kruh

V hudobnej teoérii pod pojmom kvintovy a kvartovy kruh rozumieme vizualne reprezentovanie
vztahov medzi dvanastimi tonmi chromatickej stupnice, predznamenani s nimi kore$pondujicimi
a tiez durovych a molovych tonin s nimi spojenymi. Kvintovy a kvartovy kruh sa spaja s menom hu-
dobného teoretika a skladatel’a ukrajinskej narodnosti, Nikolaiom Diletskym (cca 1630 — 1680),
v ktorého diele Grammatika sa po prvy krat objavil kvintovy kruh sltziaci jeho Studentom ako nastroj
pre komponovanie.

Na mieste je vSak otazka: PreCo v hudobne;j teodrii neexistuje ziaden terciovy, sextovy, ¢i iny kruh?

Odpoved’ je vyjadrend nasledovnym tvrdenim: Nech stupnica ma n ténov. Cyklickym pohybom po
stupnici v krokoch o vel’kosti m pokryjeme kazdy ton n danej stupnice vtedy a len vtedy, ak plati, ze
&isla m a n st nestdelitelné, t.j. (m, n) =1’ (Cook 2009 — 2016-08-09 10:00).

Interval cistej kvinty v temperovanom ladeni obsahuje sedem poltonov, cela oktava ma poltonov
dvanast’. Dosadenim tychto hodndt do vzorca pre vypocet najmensieho spolocného delitel'a dostava-
me (7,12) = 1. Zaverom mozno konstatovat, ze Cisla 7 a 12 su nesudelitelné, preto interval Cistej
kvinty pokryje kazdy ton stupnice a teda existuje kvintovy kruh. Analogicky to plati aj pre interval
Cistej kvarty s poCtom poltonov pit’.

Ak za zakladny ton stupnice bude povazovany ton ¢, kroky napriklad intervalu malej tercie pokry-
ju iba nasledovné tony: c, dis, fis, a, ¢! atd. Evidentnost nemoznej existencie terciového kruhu sa
I'ahko overi vzorcom (m,n) = x. Mal4 tercia obsahuje tri poltony a dosadenim do vzorca dostdvame
neznamu x rovnu ¢islu 3, pricom ¢islo 3 sa nerovna ¢islu 1. Z tohto vyplyva, Ze terciovy kruh
V hudobne;j teorii existovat’ nemoze.

1.4 Jean-Philippe Rameau

Najznamejsi franctzsky skladatel’ a hudobny teoretik z obdobia hudobného baroka, Jean-Philippe
Rameau (1683 — 1764), sa zasluzil dve tisicrocia po Pytagorovi o jedno z najdodlezitejSich spojeni
hudby — expresivneho a kreativneho umenia — a matematiky — prisnej, exaktnej a deduktivnej vedy.

Matematickej naslednosti celych kladnych ¢isel dal hudobny podton. Veril totiz, Ze nekonecny
sled cely cisel je elegantne zahrnuty v prirode pod maskou sérii frekvencii. Vo svojom diele Traité de
I'Harmonia réduite a Ses Principes Naturels volne prelozenom ako Pojednanie o harménii zreduko-
vanej na jej prirodné zakony tvrdi, Ze ak nejaky hudobny nastroj vibruje, vytvara sa dlhé periodické
kolisanie tlaku vzduchu, nasledne sa tato akustickd vlna zvySuje a nasobi a po zasiahnuti naSich usi
pocujeme hudobny ton. Takyto hudobny ton je teda zvy€ajne vrstvenim zakladného tonu a jeho alik-
votnych ténov a frekvenciu alikvotnych ténov nazgvame harmonickou frekvenciou® (Shah 2010).

J.-Ph. Rameau objavil to, ze harmonické frekvencie st vlastne nasobkami frekvencie zakladnych
tonov a tieto nasobky su dané kladnymi Cislami, ako je mozné vidiet’ frekvencie alikvotnych tonov
komorného a na obrazku 5.

® Delenie na centy viak vzniklo az v 19. storo¢i ako pomdcka presného merania.

® f je frekvencia a x je hladany pocet centov.

" Najvigsi spoloény delitel je Gislo 1.

® Pudské ucho méze &isto teoreticky podut spolu so zékladnym ténom prvé $tyri, maximalne prvych pét’ alikvot-
nych téonov.
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frekvencia / kmitodet Interval
zakladny tén, tén a” 440Hz
. . 880
1. alikvotny tén 2x440Hz = 880Hz — =2
440
. . 1320
2. alikvotny tén 3x440Hz = 1320Hz s80 = °
1760 _
3. alikvotny tén 4x440Hz = 1760Hz o0~ 13

Obrazok 5 Alikvotné tony komorného a
(Zdroj: autor)

Jean-Philippe Rameau do svojom diele dosiel k zaveru, Ze odkedy su zakladné objekty
v matematike odvodené od sledov kladnych celych ¢isel a odkedy tieto sekvencie pokracuju v hudbe,
matematika ako kralovna vied je sama sti¢astou umenia hudby (Shah 2010).

2 Matematika a hudobné formy

Matematika a ¢isla ako také sa nachadzaja v hudbe nielen v podobe vzorcov a zloZitych vypoétov,
ale v priebehu dejin hudby ich ¢asto mozeme vidiet' na miestach, kde nadobudaju tiplne iné rozmery
a vyznamy. Stavali sa symbolmi a mnohokrat ur€ovali aj vnuitorné usporiadanie skladby, t.j. hudobnu
formu.

Hudobné formy ako oblast’ hudby nemozno oddelit od hudobnej teérie, dejin hudby, nauky
0 hudobnych nastrojoch, hudobnej akustiky a i. Nie je teda ziadnym prekvapenim, ze v priebehu I'ud-
skych dejin r6zne hudobné formy vznikali, modifikovali sa a neraz charakterizovali to, ¢i oné hudob-
né obdobie. A to Casto s ¢islami vo vnutri, ukrytymi ozaj rafinovanym spdsobom.

2.1 Zlaty rez

Leonardo Fibonacci zijuci priblizne v rokoch 1175 — 1250, znamy tiez ako Leonardo z Pisy alebo
Leonardo Bonacci, bol talianskym matematikom oznaCovanym za najoriginalnejSieho
a najschopnejsicho matematika stredovekého krestanského sveta. V roku 1202 vo svojej knihe Liber
Abaci prelozenej ako Kniha 0 abaku nielenze uviedol indo-arabské Cislice a desiatkovu ststavu, ale
vyvinul tieZ matematick( tedriu kon$truujucu nekoneéna postupnost’ ¢isel, ktora zac¢ina dvomi jed-
notkami. T4 nesie jeho meno a jej charakteristikou je, ze od treticho ¢lena sa kazdy d’alsi ¢len postup-
nosti rovna suctu predchadzajucich dvoch ¢lenov (Pickover 2012). Prvymi ¢lenmi tejto Fibonacciho
postupnosti st teda ¢isla: 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 atd’.

Predelenim ¢isla a Fibonacciho postupnosti ¢islom b, ktoré ¢islu a predchadza, vznikne postup-
nost’ Fibonacciho zlomkov:

p(D=2=1 p)=2=2, pB)=>=15 p(4)=2=167, p(5)=3=16 atd.

Tato postupnost’ zlomkov sa priblizuje — konverguje — ku konstante nazyvanej zlaty pomer, zlaté
&islo & zlaty rez. Je to iracionalne &islo fi definované takto: ¢ = 1,6180339...°.

Pojem zlaty rez vSak uz ako prvy zadefinoval starogrécky filozof a matematik Euklides asi okolo
roku 300 p. n. 1. Priblizne o dvetisic rokov neskor, v roku 1509, o zlatom reze pojednavalo dielo Divi-
na proportione — O bozskom pomere, ktorého autorom bol taliansky frantiskansky mnich a matematik
Luca Bartolomeo Pacioli Zijuci na prelome 15. a 16. storo¢ia. Vysvetlil, ze tajomstvu zlatého rezu
mozno najlepsie porozumiet’ len vtedy, ak tseCku rozdelime na dve rézne dlhé cCasti tak, aby pomer
dlhsieho useku usecky ku kratSiemu bol rovny pomeru celej Gsecky k dlhsej Casti (Pickover 2012) —
pozri obrazok 6.

® Aj ked’ sa Fibonacciho postupnost’ zlomkov k &islu ¢ nikdy nedostane, uz od desiateho miesta postupnosti je od-
chylka od zlatého ¢isla menSia, neZ jedna tisicina (Jackson 2013).
9 Usecky a, b z obrazka 7 sa zhoduju s &lenmi Fibonacciho postupnosti, kde &islu a predchadza &islo b.
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a+b

a+b

Obrazok 6 Zlaty pomer
(Zdroj: Goldenratio 2014 — 2015-04-17 16:00)

Zlaty rez robi objekty naSho sveta estetickej$imi, kraj§imi, vyrovnanej$imi. Nachadza sa v prirode,
ale aj pri mohutnych stavbach v architektire ako napriklad v pripade majestatnych pyramid. Zlaty rez
vSak ¢ini krasnymi aj vSetky umelecké diela, v ktorych sa nachadza. Vyuzivali ho mnohi spisovatelia
prave na mieste vyvrcholenia zapletky, maliari na dosiahnutie dojmu krasy a harmonie, ale aj sklada-
telia pri generovani rytmickych zmien, vyvinuti melodickej linie alebo hudobnom na¢asovani kompo-
zicie (Shah 2010). Bozsky pomer bol ndjdeny v mnohych kompoziciach slavnych skladatel'ov.

2.1.1 Zlaty rez v diele J. S. Bacha

Johanna Sebastiana Bacha (1685 — 1750), najvyznamnejsieho barokového skladatel’a a tvorivého
génia, ktorého hudba presahuje vSetok Cas, si ctia hudobnici po celom svete. Jeho dielo pravom lezi na
vrchole hudobnej tvorby a je vysoko cenené a reSpektované. Zrucnosti, nadanie a genialita, ktorou
disponoval mu umoznili skomponovat’ mnozstvo slavnych kompozicii, medzi ktoré bezpochyby patri
aj dielo Das Wohltemperierte Clavier - Dobre temperovany klavir', kde mozno najst’ princip zlatého
rezu na miestach vyznamnej zmeny v Struktare alebo harmonického uvolnenia.

Prvy spdsob pouzitia zlatého rezu, t.j. v mieste zmeny v Struktire, je mozné vSimnut’ si v Preludiu
¢ 3 v ténine Cis dur (porov. Priloha ¢. 1 Preladium &. 3 — Cis dur, BWV*? 848) z prvého zvizku
Dobre temperovaného klavira z roku 1722. Bach toto preludium otvara motivom, ktory je zalozeny na
neustalom behu Sestnastinovych nét fungujtcich ako rytmicky zaklad celej skladby. VSadepritomnost’
tychto ¢o do hodnoty drobnych nét akoby odopierala posluchacovi oddych. V takte 63 skladatel
nielenze piSe dominantny akord Gis dur, ktory na konci skladby rozvinie do toniky, ale meni aj
Struktiru skladby. Nahla zmena narG$a u posluchaca prvotny Sestnastinovy model a ovplyviuje
casové plynutie skladby. Posun vSak nastava aj v rytmickom vyvrcholeni. Zlaty rez sa tak v tejto
skladbe nachadza v 64. takte, ¢o je len jeden takt po zacati rytmického posunu v pravej ruke. Z
matematického hladiska sa k nemu mozno dostat’ nenaroénym spdsobom, podielom celkového poctu
taktov v preludiu, t.j. 104, a zlatého dCisla fi, t.j. 1,618. Vysledkom je cislo 64,2 (Cruz 2007).

Jedna z najznamejsich melodii, Bachovo Preludium ¢. 1 v tonine C dur (porov. Priloha ¢. 2
Preludium ¢. 1 — C dur, BWV 846) rovnako z prvého zviazku Dobre temperovaného klavira, ndm
ponuka priam ukazkovy priklad toho, ako zlaty rez mdze byt miestom anticipacie navratu do toniky a
tym padom aj miestom uvolnovania vzniknutého napétia. Rozhodujucim prvkom je zmenseny
septakord v 22. takte. V 24. az 31. takte je vyuzity tzv. organovy bod na dominante v base, ktory sa na
konci skladby meni na ton C pre upevnenie tonalneho centra. Zlaty rez tohto zndmeho preladia lezi v
takte 21" a to pred objavenim ténu Fis v base (Cruz 2007).

Neda sa vSak nev§imnut’ si drobné nepresnosti pri ur¢ovani miesta zlatého rezu a preto nie je uplne
zrejmeé, ¢i Bach pouzival zlaty rez vedome, alebo ide len o nahodu.

" Prvy zviizok tohto diela Bach dokonéil v roku 1722 v Kéthene. Obsahuje preludium a fagu v kazdej molovej a
durovej tonine, t.j. celkom dvadsat’styri preludii a fig. Druhy zvdzok, ktory obsahuje zhodny pocet preludii a fag J. S.
Bach skomponoval o dvadsatdva rokov neskor. Tychto Styridsatosem skladieb navzdy zabezpecili Bachovi slavu
majstra skladieb pre klavesové nastroje (Dowley 1994).

12 Skratka BWV oznacuje siiborny katalog diel J. S. Bacha s nemeckym nédzvom Bach Werke Verzeichnis, prel.
Zoznam Bachovych skladieb. V roku 1950 ho publikoval nemecky muzikolog Wolfgang Schmieder.

B3 Cislo 35, t.j. podet taktov prelidia, po predeleni zlatym islom fi dava vysledok 21,6.
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2.1.2 Zlaty rez v diele W. A. Mozarta

Hudba Wolfganga Amadea Mozarta (1756 — 1791), ktorého spolu s Josephom Haydnom
a Ludwigom van Beethovenom radime do hudby viedenského klasicizmu, najlepsie vystihuje povahu
tohto hudobného obdobia. Charakteristicka je svojou jasnost'ou, bohatstvom melodii, vyvézenou in-
Strumentaciou a dokonale brilantnou formou. Jeho diela disponuju nie len rychlymi tempami, rados-
tou a hravostou, ale aj prijemne meditativnymi vetami, pricom nikdy nestracaju jasnu zrozumitel’-
nost’.

Svajéiarsko-britsky muzikolég 20. storogia Eric Blom tvrdil, Ze Mozart mal neomylny zmysel vy-
jadrit’ to pravé presne, v spravny &as a V spravnej dizke a Henry-Frédéric Amiel, §vajéiarsky filozof
19. storocia, zas o Mozartovi napisal, ze vyrovnanost’ celku v jeho hudbe oplyva dokonalost'ou (Ro-
berts 2012). Aj napriek tomu, ze Mozarta povazujeme predovsetkym za genialneho skladatel’a, ani
matematika mu nebola cudzia. Na okrajoch mnohych jeho rukopisov sa nasli r6zne matematické
vzorce.

Sucasny profesor matematiky na univerzite v Michigane, John Putz, tvrdi, ze sonaty W. A. Mo-
zarta pozostavaju z dvoch tsekov: expozicie, rozvedenia a reprizy, ktoré su rozdelené do zlatého rezu.
Zlaty rez pritom interpretuje nasledovne: krat$i isek ddva do pomeru s dlh§im usekom, z ¢oho dosta-
va ¢islo rovné 0,6180... (May 2014 — 2016-08-09 12:00) — pozri obrazok 7.

x l—x

S=— —=— ¢=06180

Obrézok 7 Zlaty rez podl'a J. Putza
(Zdroj: Roberts 2012 — 2016-08-09 15:00)

Mozart skomponoval celkom devitnast’ sonat, priCom dvadsat'devét’ Casti v jeho osemnastich so-
natach obsahuje zlaty rez alebo sa danému ¢islu privel'mi priblizuje. Dékazom je napriklad Sonata C
dur, K.** 279 skomponovana roku 1774. Poéty taktov jednotlivych asti — v poradi Allegro, Andante,
Allegro — st na obrazku 8.

TABLE 1
Kéchel a b a+b
279,1 38 62 100
279,11 28 46 74
279,111 56 102 158

Obrazok 8 Rozsah usekov Sonaty C dur, K. 279 W. A. Mozarta
(Zdroj: Roberts 2012 — 2016-08-09 15:30)

Podra definicie zlatého rezu Johnom Putzom, t.j. vypo&tom pomeru kratsieho useku k dlhsiemu®,
mozno zistit', Ze Gseky prvych dvoch Casti, ¢asti Allegro a Andante, st v zlatom pomere alebo sa od
neho len nepatrne liSia. V tretej Casti sonaty sa vSak vysledky pomerov usekov od zlatého rezu znacne
odchyluju®®. To nas vedie k zaveru, e ani u Mozarta nemdZeme s Gplnou istotou vyhlasit, Ze sam
0 danom zlatom reze vedel a zamerne ho pouzival. Mozno do svojich kompozicii zlaty pomer vsuval

' Skratka K. (resp. KV.) oznauje suborny katalog diel W. A. Mozarta, v nemé&ine Kochelverzeichnis. Katalog
zostavil v roku 1862 muzikolog a milovnik Mozartovej hudby Ludwig Kochel a v roku 1947 katalég doplnil muziko-
l6g Alfred Einstein.

tj. a/ba(a+b)/b

18 pomer Giseku a a b je 0,5490... a pomer useku a+b a b je 0,6455...
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nevedomky, kedZe toto zaujimavé spojenie matematiky a hudby je pritomné v tolkych aspektoch
zivota, ze aj hudbu Cini pre ¢loveka prirodzene zrozumitel'nejSou.

2.1.3 Zlaty rez v hudbe B. Bartoka

O ¢om v dielach J. S. Bacha a W. A. Mozarta mbéZeme len polemizovat’, v diele svetoznameho
mad’arského hudobného skladatel’a a predstavitel'a hudby 20. storo¢ia, Bélu Bartoka (1881 — 1945),
si mézeme byt stopercentne isti. Jeho hudbu analyzoval hudobny teoretik Erné Lendvai.

Vo svojich dielach, celkom 121 skladbach, sa odrazaju znaky originalnej syntézy mad’arskej l'udo-
vej a umeleckej hudby, zvukového a rytmického novatorstva. Oplyval nadSenim z barbarského rytmu
a blizko mal aj k zlatému rezu. Je zname, ze ho Bartok zamerne vyuzival vo svojich kompoziciach.
Napisal Sest” slacikovych kvartet, pricom od treticho z nich za¢ina vyuzivat’ tento matematicky prvok.
Zlaty rez sa vSak celkom zretene objavuje aj v Hudbe pre slaciky, bicie ndstroje a celestu (1936),
V jej prvej Casti — Andante tranquillo.

Cast’ Andante tranquillo je velkou a neobvyklou fugou s jedinou témou v slaéikovych nastrojoch.
Ma osemdesiatdevit taktov a je rozdelena na dva diely, jeden 55-taktovy, druhy 34-taktovy, pricom
predelom je najhlasnej$i moment skladby. Umiestiiovanim a odstraniovanim dusitok vznikaju d’alSie
useky, ktoré su v zlatom pomere (Schnierer 1995).

Napriklad 55/89=0,6179..., €o je ¢islo vel'mi blizke zlatému rezu, rovnako ¢islo 34/55=0,61818... —

pozri obrazok 9.
r—— 1 =
89

55 ‘ 34
| 34 | 21 13 | 2
| 2z T a3 | | |
sord. sord.

Obrazok 9 Schéma casti Andante tranquillo Hudby pre slaciky, bicie néstroje a Celestu B. Bartoka
(Zdroj: Cunderlikova — Hatrik 2012)

Dané dielo patri k reprezentativnym umeleckym poc¢inom hudby 20. storocia, ¢o potvrdila aj jeho
premiéra v Basilei pod taktovkou Paula Sachera 21. aprila 1937 (Schnierer 1995).

3 Matematika v avantgardnych smeroch hudby 20. a 21. storo¢ia

Iste nemozno popriet’, ze kazdé hudobné obdobie — od renesancie, cez barok az po romantizmus —
oplyva svojou jedine¢nost'ou a originalitou. Av8ak to, ¢o priniesla hudba 20. a 21. storoc¢ia sa da tymi-
to slovami len nejasne opisat’. Variabilita smerov a §tylov, experimentovanie so zvukom v ramci elek-
troakustiky, princip nahody, vysoky stupenl organizovanosti, ¢i paralela s architektirou st len kvap-
kami v mori nazyvanom hudba 20. a 21. storocia.

Vsetko vSak mala vo svojej moci vzneSena matematika. Zacala ovplyvitovat’ rovnomernym spdso-
bom hudobny material a hudobnu formu sucasne. Tak dochadzalo tak k syntéze tohto pdsobenia.

3.1 Dodekafénia

Pod pojmom dodekaféonia rozumieme kompozi¢nu techniku, zaloZen(i na zrovnopravneni vsetkych
dvanastich tonov chromatickej stupnice a na racionalnom organizovani tychto ténov. Zakladnym
principom je teda rovnomerné a pravidelné vyuzivanie vsetkych tonov chromatickej stupnice.
V prisnej dodekafonii sa navysSe nesmie ziaden ton chromatickej stupnice zopakovat’ skor, kym neza-
znie vSetkych ostatnych jedenast’ tonov (Mednansky 2003).

Aj ked sa neda presne uréit, kedy dvanasttonovy skladatel'sky systém vznikol, s prvymi experi-
mentalnymi snahami o vytvorenie dvanasttonového systému sa stretdvame uz v prvych dvoch desat-
roCiach 20. storo¢ia. Bol to extrémny maliar a skladatel’ ukrajinskej narodnosti Jefim GolySev (1897
— 1970), ktory sa stal tvorcom prvého predvedené¢ho dvanasttonového diela pod nazvom Slacikove
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trio z roku 1914. Joseph Matthias Hauer (1883 — 1959), rakasky skladatel’ a hudobny teoretik, sa vo
svojom teoretickom diele Vom Wesen des Musikalischen (O hudobnej podstate) z roku 1920 pokdsil
dvanasttonovy systém zadefinovat. Zapodieval sa melodickymi liniami, ktoré vznikli z kombinacii
dvanastich réznych tonov a tym ich pocet dosiahol astronomické ¢islo 12!=479 001 600. Vsetky tieto
moznosti vo vSetkych transpoziciach nasledne usporiadal do 44 tabuliek — tropov. Nemecky skladatel’
20. storo¢ia Hermann Heiss nazyval Hauerovu dvanast'tonov(i metédu nel'udskou, stelesnenim mys-
lienky odosobnenia v hudbe a myslienky mechanického priebehu tonov podl'a vopred stanovenych
pravidiel (Kohoutek 1962).

K najprepracovanej$iemu dvanast'tonovému systému dospel aZz Arnold Schonberg (1874 — 1951),
rakusky skladatel’, ktory vyznamnou mierou zasiahol do vyvoja hudby 20. storocia a povazujeme ho
za otca dodekafonie. Jeho najznamejsim dielom je Ten, ktory prezil Varsavu (1947) pre re¢, muzsky
zbor a orchester na text samotného skladatel’a.

3.1.1 Ako zostavit’ dvanast’tonovy rad?

Najjednoduch§im spésobom, ako bezchybne zostavit’ dvanast'tonovy rad je vypisat’ vsetkych dva-
nast’ tonov chromatickej stupnice. Kazdy ton nasledne oc¢islovat’ podl'a toho, v akom poradi bol pouzi-
ty a pritom dbat’ na zakladné pravidla, z ktorych su najdolezitejSie tieto dve: rad nesmie byt zhodny
s chromatickou stupnicou, kvintovym alebo kvartovym kruhom a kazdy ton sa v tomto Gtvare moze
vyskytovat’ nanajvys jedenkrat (Kohoutek 1962). Rady tak mézeme zostavovat’ v horizontdlnom sme-
re — pozri obrazok 10, ¢o vedie k vzniku melodie, ale aj v smere vertikdlnom — pozri obrazok 11, ¢im
dochadza k vzniku harménie.
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Obrazok 10 Vznik melodie
(Zdroj: Zimova 2006)
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Obrazok 11 Vznik harmoénie
(Zdroj: Zimova 2006)

Je vsak nutné poznamenat’, ze Cislo v dodekafonii méze nadobudat’ dva vyznamy. Bud’ oznacuje
poradie jednotlivych tonov v rade, alebo oznac¢uje kvalitu intervalu. Napriklad pre rozpatie malej se-
kundy az velkej septimy nadobudaju ¢isla hodnoty 1 — 11. NavySe, aby mal skladatel’ dostatoény pocet
materialu, vytvara zo zakladného radu d’al$ie tri rady: rak radu, horizontalnu inverziu radu a rak tejto
horizontalnej inverzie.

3.2 Serialna technika a serializmus
Co sa organizovania hudobného materialu tyka, ide o vyssi stupeii nez v dodekafoénii. Tvorba sérii
sa okrem melodickej linie tyka aj metra, rytmu, dynamiky, farebnosti nastrojov, poloh samotnych not,
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zmien tempa a agogiky ¢i frazovania. V mnohych dielach skomponovanych touto technikou je orga-
nizacia hudobného materialu tak dominantna, az mozno hovorit’ o §trukturalizme. Skladatelia vytva-
rali celé tabul’ky, v ktorych vo forme ¢isel zaznamenavaji kompletny hudobny material, nevynimajic
ani jednu z jeho zloziek (Mednansky 2003).

Najvyznamnejsim skladatel'om, ktory pouzival seridlnu techniku bol franctizsky skladatel’ 20. sto-
ro¢ia Pierre Boulez (1925 — 2016), znamy svojimi transpozi¢nymi tabul’kami, tzv. Sachovnicami —
pozri obrazok 12. Tie vyuzil aj pri komponovani diela Polyphonie X pre 17 s6lovych nastrojov.

Od zakladného radu a jeho inverzie vytvoril vSetkych jedenast’ moznych transpozicii a zoradil ich
pod seba. Vytvoril tak 12 a 12 radov, pomocou ktorych organizoval nielen vysku tonu, ale aj rytmus®.
Zo $achovnice vybral tiez Gisla pre organizaciu dynamiky, ktoré zakriizkoval' a ¢isla pre artikula-
ciu®®, ktoré opisal §tvorcami (Zimova 2006).
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Obrazok 12 Tabulka zakladného (Z) radu a inverzie radu (P)
(Zdroj: Zimova 2006)

3.3 Stochasticka® hudba

Ide o skladatel'ska techniku, v ktorej vyber jednotlivych zvukov vyplyva z pouZitia teérie pravde-
podobnosti. Jej hlavnym predstavitel'om bol grécky hudobny skladatel’, architekt a matematik lannis
Xenakis (1922 — 2001), ktory chcel vyuzitim stochastickych zakonitosti dosiahnut’ akysi druh volnej,
improvizovanej a otvorenej hudby a s fiou spojent Gplne vol'nti hudobni formu.

Skladbou Metastaseis (1953 — 1954) chcel dokazat, ze k vysledkom dodekafonizmu a serializmu
je mozné dojst’ tiez vytvorenim hudby zaloZenej na zakonitostiach poc¢tu pravdepodobnosti, o na
vacsej hudobnej ploche zaisti vznik obdobnych hudobnych utvarov. Ked’ Iannis Xenakis ziskal an-
gazman v parizskom ateliéri Le Corbusiera a kolaboroval pri navrhu The Philips Pavilion v Brusseli
v roku 1958, skladba Metastaseis mu bola akousi predlohou, ked’ paraboly a hyperboly z povodne;j
partitury nasli svoje miesto aj pri vystavbe pavilonu (Mediansky 2016) — porovnaj obrazky 13 a 14.

" Kazdé ¢islo oznaGovalo iny rytmus. Cislo 1 znamenalo dvaatridsatinovii notu, &islo 12 naopak $tvrtovii notu
s bodkou.

'8 Cislo 1 znamenalo pppp a &islo 12 fFff.

1 Napriklad ¢islo 1 znamenal akcent, Cislo 3 staccato, ¢i ¢islo 8 sforzando.

20 7 gr. stochastiké = nahodny.
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Obrazok 13 Povodna partitira skladby Metastaseis lannisa Xenakisa
(Zdroj: lannis Xenakis 2016 — 2016-08-09 18:55)

Obrazok 14 The Philips Pavilion
(Zdroj: Metastaseis 2016 — 2016-08-09 19:00)

Zaver

Aj keby sme chceeli akokol'vek namietat’, matematiku — ti vzneSenu kralovnu vied — mozno najst’
vSade, a ani hudba nie je ziadnou vynimkou.

Uz Pytagoras svojim matematickym myslenim dokazal vyriesit' problém s ladenim, ktoré zaslu-
hou vyvoja T'udského myslenia dosiahlo podobu dnes bezne pouzivaného temperovaného ladenia.
Matematika si vSak nasla svoje miesto nie len v oblasti hudobnej akustiky, ale aj hudobnej formy,
0 ¢om svedci zlaty rez v mnohych kompoziciach slavnych skladatel'ov. Takto sa kral'ovna vied nestra-
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tila ani vo frmole hudby 20. a 21. storo¢ia. Prave naopak, tam si nachadza svoje pevné miesto, stavia
sa na piedestal slavy a zasahuje do oblasti , ktoré by sme jej mozno nikdy nevlozili do ruk.
Ale to by uz hudba bez nej rozhodne nebola tym, ¢im je.

Prilohy

Priloha ¢. 1 Preltdium ¢&. 3 — Cis dur, BWV 848
PRELUDIO III.
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Priloha ¢. 2 Preltdium ¢. 1 — C dur, BWV 846

DOBRE TEMPEROVANY KLAVIR 1.
DAS WOHLTEMPERIERTE KLAVIER I,

PRELUDIO I

J. 5. BACH
(1685 — 1750)

0 B mn I Nane B Fams
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